Cheatsheet Analysis 1

Nicolas Wehrli

August 2022

1 Reelle Zahlen

1.1 Definiton und Axiome

Die Menge R ist mit zwei Operatoren versehen:
Addition +: RXR = R: (z,y) >z +y

Axiome der Addition
AlVz,y,z€R:z+(y+2)=(x+y) +=z
A230 e R:z4+0=2a,Vz € R
A3VzeR,IyeR:z4+y =0
AdVe,yeR:z+y=y+=zx

Multiplikation -+ R X R - R: (z,y) >z -y
Axiome der Multiplikation

AlVz,y,z€R:z-(y-2)=(z-y)-
A231€eR:z-1=2z,Vz eR
A3VzeR,FyeR:z-y=1
AdVz,yeR:z-y=y-x

N

R ist ein angeordneter Korper.

Ordnungsaxiome

OlVzeR:z<x
O2Vz,y,zeR:z<yny<z = <z
O3Ve,yeR:z<yANy<z = =y
O4Vz,ycR:z <yodery <z

Die Ordnung ist konsistent mit Addition und
Multiplikation.

Kl:Vz,y,ze R: 2 <y — z+z2<y+z2
K2: Vz € RT und Vy >0

[ Ordnungsvollstéindigkeit

Seien A und B Teilmengen von R, so dass
(i) A#0,B#0

(ii) Va € A und Vb € B gilt: a < b

Dann gibt es (mindestens) ein ¢ € R, so dass
LVaeA:aScundVbEB:ch

[ Archimedisches Prinzip

(1) Sei z € R,z > 0 und y € R. Dann gibt es
nE€Nmity<n-z

(2) Fiir jedes = € R existiert genau ein n € Z
Lmit n<zr<n+4+1

Betragsrechenregeln

(4) lz| >0 vz € R
(@)  |oy| = |zlly] Vz,yER
(#44) |z +y| < |z| + |y| Vz,y €R
(v)|z +y| = [lz] — |y[|Vz,y €R

Young’sche Ungleichung

Ve>0,Vo,y €Rgilt 2-|z-y| < e a?+ 1.y
Beweisidee: (1/z - |z| — \% g \y|)2 >0

Sei A CR, A # 0
e ¢ € R ist eine obere (untere) Schranke von
AfallsVa € A:a < (2)c

e Ein Element M € R ist ein Maximum (Mini-
mum) von A falls M € A,Va € A:a < (>)M

e Sei A nach oben beschrankt. Die kleinste obere
Schranke von A ist das Supremum von A.

e Sei A nach unten beschriankt. Die grosste un-
tere Schranke von A ist das Infimum von A.

sup(AJ B) = max(supA, supB)
sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
e sup(c-A) = c sup(A),c>0
e sup(c- A) = ¢ Inf(A), ¢ <0

1.2 Euklidischer Raum
n
(z,y) = le% [lz|| = 1/(z, z)
i=1
Cauchy-Schwarz
Kz, ) < l=ll - llyl] Vz,y € R"
1.22
1. ||@|| > 0 mit Gleichheit bei z = 0.
2. |la-z|| = |af - ||z]] VYo €R, Vz € R™
3. lz +yll < ll=ll + vl Vz,y € R™

1.3 Imagindre Zahlen

i =-1

zi=x 41y Zi=x — 1y
Re(z) ==z €R Im(z):=y €R
1.24
1. (21 + 22) =21 +22,V21,22 €ER

2. (z122) = Z122,V2z1,22 € C

3. 27 = a® + 4% = |lalI?
4z
=112
Polarform: z = (cos ¢ + isin ¢), wobei r = ||z]|| der

Absolutbetrag und ¢ das Argument von z.

[ Fundamentalsatz Algebra

n>1, n € Nund

P(z) = 2"+ an712n71

+...4a, a; €C
Dann gibt es 21, ..., 2, in C, sodass

P(z)=(z—2z1)(z —22)...(2— zn)

.

Eulersche Formel: e*® = cos ¢+ isin ¢

2 Folgen

2.1 Konvergenz

Eine Folge (an)nen konvergiert gegen L

< limp o0 an =L

< Ve >03dIN.Vn>N.: |a, — L|<e

<= Ve > 0ist die Menge {n € N | a,, ¢]l—¢,l+€[}
endlich.

Es gibt fiir eine konvergente Folge (a, ), >1 héchstens
ein L € R, dass diese Bedingungen erfiillt. (Eindeu-
tigkeit)

Wir diirfen (0.B.d.A.) annehmen, dass & durch eine
Konstante C' € R beschrinkt ist. Es gilt ausserdem:

e konvergent —> beschrankt, aber nicht um-
gekehrt
e (a,) konvergent <= (a,) beschrinkt und
liminf a, = limsup ay,
Sei (an)n>1, (bn)n>1 konvergente Folgen. mit
limy, 500 an = a,limy, o0 by, = b dann gilt:
o (antbyn)n >1 konvergent, limy, o0 (an£bn) =
atb

e (an -bn)n >1 konvergent, limy, o (an - bn) =
a-b

o (an+byn), >1 konvergent, lim, o0 (an +bpn) =
a-+b(bp #0,Vn € N,;b #0)

e Falls 3K > 1 mit a, <b,, Vn > K folgt a < b

Limes superior & inferior

limy, s oo Inf &, = limy, 500 (infm>71 xm)
lim,, 00 SUPp T, = limy, o0 SUD > p zm)

(Einschliessungskriterium
(Sandwich-Theorem)

Wenn limy, 00 an, = @, limy, 00 by = @ und
an < cp < bp,Vn > k,dann lim, o ¢p = a.

w

4 q
‘Weierstrass

Wenn a,, monoton wachsend und nach oben
beschriankt ist, dann konvergiert a, mit
Grenzwert lim,, oo ap = sup{a, : n > 1}.
‘Wenn a,, monoton fallend und nach unten be-
schriankt ist, dann konvergiert a,, mit Grenz-
wert lim,, o an, = inf{a, : n > 1}.

Tipp: umschreiben f(z)9(®) = ¢9(=)In(f(2) ypq
Grenzwert im Exponent berechnen (I’Hopital).

] sin(x)
Berechne lim _ 4 = o

sin(@) — iy In(z5in(2))

lim z—0t -

z—o0t T .
lim, o+ esin(@) In(z)

e” ist stetig = Limes in Exponent.
. . . 1

lim__, 4 sin(z) In(z) = lim__, 4 %
sin(x)

1 in2
H .. < . — sin2(x)
H z _
=lim, o+ =05@y = UMy 0+ Zoosa)
sin2 (x)
. —0
. —sinz  sinz _
- hm.—n—>0+ L cosx 0

—1
Daraus folgt: lim__,  + esin(@) In(@) — o0 — 1

[ Bernoulli Ungleichung

Q+z)">14+n-x VnéeNz>—1
k

(Cauchy-Kriterium

Die Folge a., ist genau dann konvergent, falls
Ve > 0, 3N > 1 so dass Vn,m > N :
|an —am| <e.

2.1.1 Teilfolge

Eine Teilfolge von a, ist eine Folge b,, wobei b,, =

ap(n)-
1 ist eine Funktion mit I(n) < I(n+1) Vn > 1 (z.B.
I = 2n fiir jedes gerade Folgenglied).

Bolzano-Weierstrass

Jede beschridnkte Folge besitzt eine konver-
gente Teilfolge.

‘Wenn 2 Teilfolgen nicht den gleichen Grenz-
wert haben, impliziert das Divergenz.

2.2 Strategie - Konvergenz von Folgen

1. Bei Briichen: Grésste Potenz von n kiirzen.
Alle Briiche der Form ;% streichen, da diese
nach 0 gehen.

2. Bei Wurzeln in Summe im Nenner: Multipli-
zieren des Nenners und Zahlers mit der Diffe-
renz der Summe im Nenner. (z.B. (a + b) mit
(a — b) multiplizieren)

3. Bei rekursiven Folgen: Anwendung von Weier-
strass zur monotonen Konvergenz

4. Einschliessungskriterium (Sandwich-Theorem)
anwenden.

5. Mit bekannter Folge vergleichen.

6. Grenzwert durch einfaches Umformen ermit-
teln.

7. Limit per Definition der Konvergenz zeigen.

8. Anwendung des Cauchy-Kriteriums.



9. Suchen eines konvergenten Majoranten.

10. Weinen und die Aufgabe iiberspringen;)

2.3 Strategie - Divergenz von Folgen
1. Suchen einer divergenten Vergleichsfolge.

2. Alternierende Folgen: Zeige, dass Teilfolgen nicht

gleich werden, also lim,, , o Qpy (n) # lim,, o0 Apy(n)

(mit z.B. gerade/ungerade als Teilfolgen).

2.4 Tricks fiir Grenzwerte
2.4.1 Binome

) 5y iy BT (-2
A (Va4 = 2)*m1_>oo\/m+\/m

2.4.2 Substitution
1
lim z° (1 — cos <7>>
T — 00 xT
Substituiere nun u = 1:

. 1—cos(u) . sin(u) . cos(u) 1
lim = lim = lim = Z

w0 u2 u—=0 2y u—0 2 2

2.4.3 Induktive Folgen (Induktionstrick)
1. Zeige monoton wachsend / fallend
2. Zeige beschriankt

3. Nutze Satz von Weierstrass, d.h. Folge muss
gegen Grenzwert konvergieren

4. Verwende Induktionstrick (um den Grenzwert
zu finden):

‘Wenn die Folge konvergiert, hat jede Teilfolge
den gleichen Grenzwert. Betrachte die Teilfolge

I(n) =n+1 fiir dyy1 = /Bdn — 2:

d= lim d, = lim dp41 =,/ lim 3d,, —2
n— oo n— oo n— oo
=+3d -2

Forme um zu d?> = 3d—2 — d € {1,2}. Nun kénnen
wir d = 2 nehmen und die Beschrédnktheit mit d = 2
per Induktion zeigen.

3 Reihen

Cauchy-Kriterium fiir Reihen

Die Reihe } 77 | ap ist genau dann konver-
gent, falls Ve > 0, IN > 1 folgendes gilt:
Ym>n>N: |3 ag| <e.

Nullfolgenkriterium

Wenn fiir eine Folge lim, o |an| # 0 ist,
dann divergiert > > j ap.

3.1 Reihenarithmetik
Wenn > 77 | ap und Y72, by konvergent sind, dann
gilt:
o > 7 (ar + by) konvergent und > 77 (ar +
bi) = (220:1 ak) + (2120:1 bk)
® > 2, aay konvergent und
2130:1 aap = a 220:1 ag
(Vergleichssatz

Wenn 572 | aj und Y72 | by Reihen mit 0 <
ap, < bg,Vk > K > 1 sind, so gilt:

oo oo
Z by, konvergent — Z aj, konvergent
k=1 k=1

oo oo
Z ay, divergent —> Z by, divergent
L k=1 k=1

Als Vergleichsreihe (Majorant / Minorant) eignet
sich oft eine Reihe der folgenden Kategorien:

3.1.1 Geometrische Reihe

D heo q" divergiert fiir |g] > 1 und konvergiert zu
1= fiir |g] <1

(Beweis per Teleskopidee: S;, —q-Sy,, = (1—¢q)-S,, =
1 _ qn)

3.1.2 Zeta-Funktion

C(s) = >0, "% divergiert fiir s < 1 und konver-

giert fiir s > 1.

3.1.3 Teleskop Reihe

Sei S, = Y 5_,ar — ar41 eine Reihe. Dann gilt
Sn = a1—ap41 und limp 00 Sp = a1 +limp o0 Ant1

3.2 Absolute Konvergenz

S5, ak heisst absolut konvergent, wenn > 72, |ak|
konvergiert. Es gilt | > 72, ar| < D202 |akl.

Falls eine Reihe absolut konvergiert, dann konver-
giert jede Umordnung der Reihe mit dem selben
Grenzwert.

Falls die Reihe hingegen nur konvergiert, so gibt
es immer eine Anordnung, so dass Y 77 agk) =
z, Vo € R, ¢ : N — N (Bijektion).

Leibnizkriterium

Wenn a,, > 0, Vn > 1 monoton fallend ist
und lim, . a, = 0 gilt, dann konvergiert
S =32 (-1)*a; und a1 —as < S < az.
(Geht auch fiir monton fallend Vn > N, N €
N, dann muss aber bei der Abschéitzung alle
Terme mit Index k& < N vorkommen)

rQuotientenkriterium

Sei (ay) eine Folge mit a, # 0,Vn > 1.
lantl <1 — Zzo:1 an

lan|

Falls lim,, _, oo sup
konvergiert absolut.

Falls lim,, _ oo inf ‘Q‘ZI‘I‘ >1 = Y>> . an
divergiert.

&

[ Wurzelkriterium

Sei (ay) eine Folge mit a,, # 0,Vn > 1. Sei
q = lim,, o0 sup V|an|.

e ¢<1 = > ™, a, konvergiert abso-
lut.

e ¢ =1 — keine Aussage.
e qg>1 = Y™  apund >0, |an]

L divergieren.

3.3 Wichtige Reihen
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3.4 Cauchy-Produkt
Definition Cauchy-Produkt

Das Cauchy-Produkt von zwei Reihen
Dicoai und 3722 b; ist definiert als

oo n
Z Z(anfj -bj) = apbo+ (apby+aibo)+. ..
n=0;=0

Es konvergiert, falls beide Reihen absolut
konvergieren.

3.5 Strategie - Konvergenz von Reihen

1. Ist Reihe ein bekannter Typ? (Teleskopieren,
Geometrische/Harmonische Reihe, Zetafunk-
tion, ...)

2. Ist limy o0 an, = 07 Wenn nein, divergent.

3. Quotientenkriterium & Wurzelkriterium anwen-
den

4. Vergleichssatz anwenden, Vergleichsreihen su-
chen

5. Leibnizkriterium anwenden

6. Integral-Test anwenden (Reihe zu Integral)

3.6 Funktionenfolge
Fiir jedes n, sei f, : N = R eine Folge. (fn)n>1 ist
eine Folge der Folgen. Wir nehmen an, dass
1. f(j) :=limn—oo fn(j) existiert Vj € N
2. Es gibt eine Funktion g : N — [0, oo[, so dass
a) [fn(i)l < g(j),Vji >0,¥n >0
b) 32720 9(j) konvergiert.

oo ZTL 1 n
exp(z) = — = lim (14 —
n! n— oo n
n=0

4 Funktionen

4.1 Stetigkeit
Sei f: D — R, & — f(x) eine Funktion in D C R%.
Definition Stetigkeit

f ist in xg € D stetig, <= Ve > 0,35 > 0,
sd. |z — 20| <8 — |f(z) — f(zo)| < &

f ist stetig, falls sie in jedem xzg € D stetig
ist.

Aquivalente Definitionen:
® V(an)p>1 mit limy, o0 an = xo gilt
lim, o0 fan) = f(limnsoc an)
e Ve > 0,36 > 0, f(Jzo — 6,0 + 8[) C|f(xo) —
&, f(wo) + €l
Polynomielle Funktionen sind auf R stetig.

e Falls f und g den gleichen Definitions-
/Bildbereich haben und in zo stetig
sind, dann sind auch

f+g, X f, f-q, 57 | f|, max(f, g), min(f, g)

stetig in zg.

e Seien P, Q zwei Polynomielle Funktio-
nen auf R mit 1, ..., ,,, Nullstellen von
Q. Dann ist % stetig

Ve € R\{z1,...,Zm}

e Di,Do CR f: Dy = Da,g: Dy -+ R
mit f, g stetig. Dann ist go f : D1 — R
in g € D, stetig.



[ Zwischenwertsatz

Wenn I C R ein Intervall, f : I — R und
a,b € I ist, dann gibt es fiir jedes ¢ zwischen
f(a) und f(b) ein a < z < b mit f(z) = c.

Wird hiufig verwendet um zu zeigen, das eine
Funktion einen gewissen Wert (z.B. Nullstel-
le) annimmt.

\

Daraus folgt, dass ein Polynom mit ungeradem Grad
mindestens eine Nullstelle in R besitzt.

4.1.1 Kompaktes Intervall

Ein Intervall I € R ist kompakt, falls es von der
Form I = [a, b] mit a < bist. Dann ist Bild f = f(I)
ist auch ein kompaktes Intervall J = [minf, maxf].

Min-Max-Satz

Sei f: I = [a,b] — R stetig auf einem kom-
pakten Intervall I. Dann gibt es u,v € I mit
f(u) < f(z) < f(v),Vx € I. Insbesondere ist
f beschrankt.

Stetigkeit der Verkniipfung

Sei f: Dy — Da,g: D> — R und z¢9 € D;.
Falls f in zo und g in f(zo) stetig ist, dann
ist gO f: D1 — R in z¢ stetig.

Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei f: I — R stetig und streng monoton und
sei J = f(I) C R. Dann ist f=! : J — I
stetig und streng monoton.

Die reelle Exponentialfunktion

exp : R — 0, +oo] ist streng monoton wach-
send, stetig und surjektiv. Auch die Umkehr-
funktion In : ]0,+oco[— R hat diese Eigen-
schaften.

4.2 Funktionenfolgen

Eine Funktionenfolge ist eine Abbildung N — {f :
D — R}.

rPunktweise Konvergenz

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert punkt-
weise gegen eine Funktion f : D — R falls fiir
alle z € D gilt, dass lim,,—, o0 frn(z) = f(z).

e Vr € D,Ve > 0,dN € N so dass Vn >
G Nylf'n(w)ff(w)‘ <e

rGleichméssige Konvergenz

Die Folge (f,) konvergiert gleichméssig in D
gegen f falls gilt:

e Ve > 03N > 1,s0dass Vn > N, Va €
D:|fu(z) = f(z)| < e

e Ve >0 3N > 1, so dass Vn,m > N und
Vr € D: |fa(z) — fm(z)| <e.

Die Funktionenfolge (g,) ist gleichméssig
konvergent, falls fiir alle z € D der Grenz-
wert limy, o0 gn(x) = g(x) existiert und die

LF‘olge (gn) gleichmissig gegen g konvergiert.

Sei eine Funktionsfolge (fy),>0 stetig, dann ist die
dazugehorige Funktion f gcn_au dann stetig, wenn
fn gleichmissig konvergiert.

Punktweise Konvergenz ist nicht ausreichend.
Beispiel: f, : [0,1] = R : f,,(z) = ™ konvergiert
Oife <1

lifz=1

fn :10,1] — R ist stetig Vn € N aber die Grenzwert-
funktion f(x) ist nicht stetig.

Die Reihe Y772, fi(x) konvergiert gleichmissig, falls
die durch Sy, (z) = > 7_, fr(x) definierte Funktio-
nenfolge gleichméssig konvergiert.

punktweise gegen f(z) =

Sei fp eine Folge stetiger Funktionen. Aus-
serdem ist |fn(z)] < ¢, Vo € D und
n—o Cn konvergiert. Dann konvergiert die
Reihe 3777  fn(x) gleichmidssig und deren
Grenzwert ist eine in D stetige Funktion.

4.3 Potenzreihen
Definition Potenzreihe

Potenzreihen sind Reihen der Form
>onloanz™. Eine Potenzreihe mit Entwick-
lungspunkt xzg wird als > >° jan(z — zo)"
definiert.

rKonvergenzradius

Der Konvergenzradius einer Potenzreihe um
einen Entwicklungspunkt zo ist die grosste
Zahl r, so dass die Potenzreihe fiir alle  mit
|z — xo| < r konvergiert. Falls die Reihe fiir
alle  konvergiert, ist der Konvergenzradius r
unendlich. Sonst:

An

1
r = lim =
L n—=00 | @py1 limy, 00 sup V/|an|

Die Potenzreihe > 72, anax™ konvergiert absolut fiir
alle |z| < r und divergiert fiir alle |z| > r. Der Fall
|z] = r ist unklar und muss gepriift werden.

4.3.1 Definitionen per Potenzreihen

exp(z) = Z x—' r =00
n=0
oo p2ntl

sin ):;(7 ) (2n + 1)! =

cos(z) = ni;)(—l)" (Z:;' r = oo
oo xk

In(z +1) = 2(71)’”17 r=1

k=1

Aus dem Leibnizkriterium und der Potenzreihenent-
wicklung von sin(z) folgt © — %~ < sin(z) < « fiir
0<z< V6

4.4 Grenzwerte von Funktionen
Hiaufungspunkt

zg € R ist ein Haufungspunkt der Menge D
falls V6 > 0 : (Jzo — 8, 20 +6[\{zo})ND # .

Grenzwert - Funktionen

Wenn f: D — R,zo € R ein Hiufungspunkt
von D ist, dann ist A € R der Grenzwert von
f(z) fir x = zo (limg—z, f(z) = A), falls
Ve > 03§ > 0, so dass Vo € DN (Jzg — 6, zo +
50\{zo}) 5 1£() — A] <e.

Eine Funktion f ist in z¢ stetig <= limz_ 4, f(z)
existiert und gleich f(zq).

Die Stetigkeit einer abschnittweise definierten Funk-
tion héngt auch vom Verhalten(links-/rechtsseitiger
Grenzwert) an den Grenzen von Abschnittsinterval-
len ab.

Satz von L’Hopital

Seien f, g stetig und differenzierbar auf ]a, b[.
Wenn limg_,. f(z) = limg—. g(z) = 0 oder
+oo und g'(z) # 0 Vz € I\{c}, dann gilt

lim f@) _ lim (@)

2Be g(@) ~ ame g'(a)

Grenzwerte der Form co” und 1°° kénnen meist mit
F(2)9@®) = 9@ (=) ynd dann Bernoulli (nur
Exponenten betrachten da e stetig) anwenden oder
vereinfachen berechnet werden.

Sandwichsatz fiir Grenzwerte

D = R\{0}, f(z) = %(L) Wir beweisen
lim,_,o f(x) = 1 per Sandwichsatz: Wir ha-

ben schon gesehen, dass fir 0 < z < V6
T — g—? < sin(z) < z. Daraus folgt 1 — 22 <

ET
sine <1 vz €]0, V6|

Da 1 — %,1 — 1 fiir ¢ — 0 gilt per Sand-
sin(x) 1

wichsatz

4.5 Beweisideen
Injgektivitdt
e Zeigen, dass f_1 surjektiv ist.
e Zeigen, dass gilt f(z1) = f(x2) = z1 = x2.
e Annechmen, dass es zwei Punkte x1 # o gibt,
so dass f(z1) = f(z2), dann Widerspruch her-
beifiihren.
e Zeigen, dass die Ableitung # 0 ist, die Funk-
tion also streng monoton wachsend/fallend.

Surjektivitat

e Zeigen, dass gilt lim,_, o f(z) = oo und
limg o f(x) = —oo (oder dhnlich, aufpas-
sen auf Definitionsliicken dazwischen!)

e Zeigen, dass f ! keine Liicken im Definitions-
bereich hat.

4.5.1 Gerade/Ungerade

Fiir eine gerade Funktion gilt f(z) = f(—=x), sie ist
symmetrisch zur Y-Achse.

Eine ungerade Funktion ist punktsymmetrisch zum
Ursprung, es gilt also f(—z) = —f(z).

4.6 Algebraische und Analytische Eigenschaften

e Jedes Vielfache einer geraden bzw. ungeraden
Funktion ist wieder gerade bzw. ungerade.

e Die Summe zweier gerader Funktionen ist wie-
der gerade.

e Die Summe zweier ungerader Funktionen ist
wieder ungerade.

o Das Produkt zweier gerader Funktionen ist wie-
der gerade.

e Das Produkt zweier ungerader Funktionen ist
gerade.

e Das Produkt einer geraden und einer ungera-
den Funktion ist ungerade.

e Der Quotient zweier gerader Funktionen ist
wieder gerade.

e Der Quotient zweier ungerader Funktionen ist
gerade.

e Der Quotient einer geraden und einer ungera-
den Funktion ist ungerade.



Die Komposition einer beliebigen Funktion mit
einer geraden Funktion ist gerade.

Die Komposition einer ungeraden Funktion mit
einer ungeraden Funktion ist ungerade.

Die Ableitung einer geraden differenzierbaren
Funktion ist ungerade, die Ableitung einer un-
geraden differenzierbaren Funktion gerade.

Das bestimmte Integral einer ungeraden steti-
gen Funktion ergibt 0, wenn die Integrations-
grenzen symmetrisch um den Nullpunkt lie-
gen.

5 Ableitungen

5.1 Differenzierbarkeit
[ Differenzierbar

f ist in z¢ differenzierbar, falls der Grenz-
wert

lim @0 +R) — f(zo) _ lim &) = f(zo)

h—0 h - z—x() T — xo

existiert. Wenn dies der Fall ist, wird der
Grenzwert mit f’(zo) oder - f(zo) bezeich-
net. f ist differenzierbar, falls f fiir jedes

Lwo € D differenzierbar ist.

Differenzierbarkeit nach Weierstrass

f ist in z¢ differenzierbar <=

e Esgibt c € Rund r: D — Rmit f(z) =
f(zo) + c(x — o) + r(x)(z — z0) und
r(zo) = 0, r stetig in zg.

— Falls f differenzierbar ist, dann ist
c= f'(zo) und r(x) = 7“2):;()@0)
eindeutig bestimmt.

e Variation: Sei ¢(z) = f'(z0) + r(z).
Dann gilt f in z¢ differenzierbar, falls
f(@) = f(@o) + ¢(x)(z — w0), V& € D
und ¢ in z( stetig ist. Dann gilt ¢(zg) =

f'(@o).

f differenzierbar — f stetig

Dies folgt aus der Varation der Differenzier-
barkeit nach Weierstrass.

Beweis: Sei xq €
f differenzierbar.

D beliebig und
limg 0 f(:l:) =

limxazo(f(xo) + ¢(z)(z — z0)) ¢(z)=steng
f(IO) + (z)(fo) . limw—)zo (I _ xO) — f(ZO)

Bmk: Es gibt stetige Funktionen auf R
die an keiner Stelle z9 € R differenzierbar
sind.

Sei g(z) =< z >:= min{|z — m||m € Z} und
dann ist f(z) := 307 g(%::w) stetig auf R
doch in keinem Punkt differenzierbar.

w

[ Hohere Ableitungen

1. Fir n > 2 ist f n-mal differenzierbar
in D falls f<"71) in D differenzierbar
ist. Dann ist £ = (f("=1)" die n-te
Ableitung von f.

2. f ist n-mal stetig differenzierbar in D,
falls sie n-mal differenzierbar und f(")
in D stetig ist.

3. f ist in D glatt, falls sie Vn > 1 n-mal
differenzierbar ist (“unendlich differen-
zierbar”).

Glatte Funktionen: exp, sin, cos, sinh, cosh, tanh, In,
arcsin, arccos, arccot, arctan und alle Polynome. tan
ist auf R\{7/2 + kx}, cot auf R\{k7} glatt.

Hohere Ableitungen: Regeln

Sei f, g n-mal differenzierbar. Dann sind

(f+g)7f'g,fog,§

n-mal differenzierbar. (g # 0 fiir 5)

o (f 9 =1 (FPgnR

5.2 Ableitungsregeln

Linearitit der Ableitung

(a-f@)+9@) =a-f(z)+d ()

Produktregel

(F@) - 9(@) = £ (@) - 9(2) + (@) - ¢’ (@)
Quotientenregel

<%> @ g(xg)(;)ﬁ(x) g/ (@)
Kettenregel
(Flg(@)) = g'(2) - £ (9(a))
Potenzregel
(c-z*) =c-a-z"

Umkehrregel

U™ @) = gy U @) £ 0

f muss bijektiv und differenzierbar sein. f~!
muss in z differenzierbar sein.

5.3 Implikationen der Ableitung

1.

f Dbesitzt ein lokales Minimum in zg, wenn
f'(z0) =0 und f"'(zg) > 0 oder falls das Vor-
zeichen von f' um zo von — zu + wechselt.

. f besitzt ein lokales Maximum in xo, wenn

f'(zo) = 0 und f"(x0) < 0 oder falls das Vor-
zeichen von f' um xzg von + zu — wechselt.

. f besitzt ein lokales Extremum in zg, wenn

f'(z0) = 0 und f"'(zo) # 0.
‘Wenn man den Vorzeichenwechsel benut-
zen will, um auf ein Extremum zu schlies-

/ s .
sen, dann muss f’ stetig sein.

4. Wenn f’(x¢) = 0 und f”(z9) = 0, ist zo nicht

unbedingt ein Sattelpunkt.

Als Gegenbeispiel siehe f(z) = z*, f/(0) =0

aber x = 0 ist ein Minimum von f.

5. f besitzt einen Wendepunkt in zg, wenn '’/ (z0)

0.
6. f ist in xo konvex, wenn f’/(zo) > 0.

7. f ist in xo konkav, wenn f'/(zo) < 0.

5.4 Saitze zur Ableitung

r

.

Satz von Rolle

Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a, b[ diffe-
renzierbar. Wenn f(a) = f(b), dann gibt es
mindestens ein £ €]a, b[ mit f’(£) = 0.

Mittelwertsatz (Lagrange)

Sei f : [a,b] — R stetig und in Ja,b[ dif-
ferenzierbar. Dann gibt es (mindestens ein)

¢ €la,b[ mit f(b) — fla) = f'(&)(b — a).
o) 4=

_ 1) = fla)

b—a

£

5.5 Taylorreihen

Taylorreihen sind ein Weg, glatte Funktionen als Po-

tenzreihen anzundhern.

[ Definition: Taylor-Polynom

Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a,b[ (n+1)-
mal differenzierbar.

Das n-te Talyor-Polynom T, f(x;a) an einer
Entwicklungsstelle a ist definiert als:

N () (g
Tof@ia) = 30 L@ (o — )

= k!
= f@+f(a)-@—a)+ 14D (z—a)’+...

Da eine Abschitzung mit dem Taylor-
Polynom im allgemeinen Fall einen gewissen
Fehler hat, definieren wir das Restglied
R, (f,z,a).

Fiir jedes a < z < b gibt es ein £ €]a, z[ mit:

(n+1)
£(@) = Tuf(@sa) + &) (o _ gynt

(n+1)!
‘Wobei
st E© =
Ry (f,z,a) := m(ﬂﬁ —a)"tt
&

Fehlerabschiétzung des Taylor-Polynoms

Sei o € R der Fehler des Taylorpolynoms.

lof < sup |Rn(f,x,a)]

§€[a,x]
- suwp £ (@ — )"+
¢cla,a] | (n+1)!
rTaylorreihe
Die unendliche Reihe
oo
S (a) )
Tf(z;a) :=Te = Z:OT “(z—a)"

wird Taylorreihe von f an Stelle a genannt.
(Dafiir muss die Funktion f glatt sein.)




Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Funktionen die durch Potenzreihen gegeben
sind, sind als Polynome gliedweise differen-
zierbar. Innerhalb ihres Konvergenzbereichs
sind sie glatte Funktionen.

Sei f(xz) =307, f(n:!(“) - (& — a)™ die Tay-
lorreihe der Funktion f.
Dann kann man die j-te Ableitung wie folgt

ausdriicken:

; o S !
@) =30 =

n=j

oy @

Fiir eine allgemeine Potenzreihe gilt:

@) =" ck (z— )"
k=0

(j)z :”67]@! T — T k=J
() lgjk(k*j)!( 0)

Beispiele Taylorreihen (a = 0):

o sin(z) = S0 o (-1)" - Bty
o cos(z) = S0, (~1)" - o
e " =310 %

e T =30 (—1)n. 2z

oo 22n+1

e sinh(z) =370, @nFD)!
e cosh(z) =377 7(’”2273!

5.6 Lange einer Kurve

Fiir eine Kurve p(t) = (x(t),y(t)) in der zy-Ebene

gilt
b
L= / A ()2 +y/ ()2 dt

6 Integrale

6.1 Riemann-Integral

Definition: Partition

Eine Partition von I = [a, b] ist eine endliche
Teilmenge P = {a = xo, x1, %2, ..., Tn = b} C
I, wobei zg < z1 < ... < z, und {a,b} C P.
(“Aufteilung”)

Wir bezeichnen §; := z;—x;—1, Vi > 1 (Linge
des Teilintervalls)

Die Feinheit der Zerlegung ist definiert als
0(P) := maxi<i<p 0;-

Wir definieren P(I) als die Menge aller Par-
titionen von I.

Ps(I) :={P € P(I)|s(P) < &}

Definition: Riemann-Summe

Sei &; € I; zwischen den Stiitzstellen:

zi—1 <& <z, £ = {61,862, ., &n}

S(f, P,&) := f&) - (@i —wiz1)
i=1

Ober- und Untersumme

Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion,
d.h. IM > 0 mit |f(z)| < M,Vz € [a, b]
Obersumme:

S(f, P) = Z;gg HOR
i=151%"%

Untersumme:

n

S(f,P) =3 inf f(&) -5
=170

Bmk:
—M-(b—a) < S(f, P) < S(f, P) < M-(b—a)

Seien P, Q Partitionen des gleichen Intervalls.

e Eine Vereinigung von zwei Partitionen ist wie-

der eine Partition.

e Eine Partition P ist eine Verfeinerung einer

Partition @, falls @ C P.

e P UQ ist immer eine Verfeinerung von P und

Q.

e PCQ = 5(f,P) <5(f,Q) <5(/,Q)

S(f,P)

e Fiir P, Q beliebig gilt: S(f, P) < S(f, Q)
Insbesondere

sup S(f,P)< inf S(f,P
Peppzl),(f ),PEP(I) (f, P)

(Riemann-integrierbar

Wir definieren das untere Riemann Integral

S(f):= sup S(f,P)
PeP(I)

und das obere Riemann Integral von f

5() = it S(f.P)

Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R

ist Riemann-integrierbar, falls S(f) = S(f).
Dann ist

A= ["1@ ae=5()=F(), 4R

\

6.2 Integrierbarkeit zeigen

rIntvagr'ierbar'keits.kriterien

Sei f : [a,b] — R beschrinkt und A =
[P f(x)dx falls f integrierbar.

f integrierbar

<~

Ve > 0,3P € P(I) mit S(f, P) — S(f, P) < ¢
<~

Ve > 0,35 > 0, so dass S(f, P) — S(f,P) <
e, VP € Ps(I)

o

Ve > 0,35 > 0, so dass VP € P5(I) und

Mittelwertsatz
Wenn f : [a,b] — R stetig ist, dann gibt es
€ € [a,b] mit [? f(z) dz = f(&)(b — a).

Daraus folgt auch, dass wenn f, g : [a, b] — R wobei
f stetig, g beschrinkt und integrierbar mit g(z) >

0,Vz € [a, b] ist, dann gibt es £ € [a, b] mit f: f(z)g(z) dz
£&) f) 9(w) da.

6.4 Stammfunktionen

Definition: Stammfunktion

&1y €n mit € € [z4-1, 24]

|[A—=S(f, P&l <e

o

limspy—0S(f, P,€§) existiert. (Dann wire
\limé(P)AOS(.ﬂ P, &) =A)

Gleichmaissige Stetigkeit

Eine Funktion f : D — R ist gleichmissig
stetig, falls Ve > 0,36 > 0 Vz,y € D :
-yl <6 = |f(z)— f)l <<

(Das ¢ héngt nur vom € ab)

Die Funktion f : R — R, f(z) = 2?2 ist auf R stetig
aber nicht gleichmissig stetig.

Satz von Heine

Sei f : [a,b] — R stetig in dem kom-
pakten Intervall [a,b]. Dann ist f in [a, b]
gleichméssig stetig.

bar.

(Sei f i [a,b] — R stetig. Dann ist f integrier-

f stetig in [a,b] = f integrierbar iiber [a, b]

f monoton in [a,b] = f integrierbar iiber

[a, b]

Wenn f, g beschriankt und integrierbar sind,
dann sind

F+a N, f - g 1f], max(f, g), min(f, g)é

integrierbar

Jedes Polynom ist integrierbar, auch ggj; falls
P(z),Q(z) auf [a,b] definiert sind und Q(X)
in [a, b] keine Nullstellen besitzt

6.3 Satze & Ungleichungen

o f(x) < g(@),Va € [a,b] = [} f(x) de < [} g(z) da

|12 7(@) da| < [215 ()] da

Eine Funktion F : [a,b] — R heisst Stamm-
funktion von f, falls F' (stetig) differenzierbar
in [a,b] ist und F’ = f in [a, b] gilt.

“f integrierbar” impliziert nicht, dass eine Stamm-
funktion existiert. Beispiel:

0, firz<0
) = {1, fir z > 0

rHauptsatz der Integral- und Differenti-
alrechnung

Sei a < bund f : [a,b] — R stetig. Die Funk-
tion

F@= ["f®dt a<as<y

ist in [a, b] stetig differenzierbar und F’(z) =
Lf(:c) Vz € [a, b].

[ Fundamentalsatz der Analysis

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es eine
Stammfunktion F von f, die bis auf eine ad-
ditive Konstante eindeutig bestimmt ist und
es gilt:

[ t@ie = £) - F@)

S F@)g(@) da| < \/J2 £2() dey/[? g2(a) da

.

6.5 Integrationsregeln

Erweiterung der Definition eines Inte-
grals

Wir erweitern die Definition, so dass

/ab f(z) dz := _/ba f(z)dz

/aa f(z)dz :=0



Linearitét

/u~f(z)+v-g(z) dz = u/f(z) derv/g(z) dz

Gebietsadditivitét

/abf(a:) = /:f(a;) dw+/cbf(z) o @ & o ]

Partielle Integration

[ #@36) do = f@g@ - [ £} @) de

e Grundsitzlich gilt: Polynome ableiten (g(z)),
wo das Integral periodisch ist (sin, cos,e”,...

integrieren (f'(z))

e Teils ist es notig, mit 1 zu multiplizieren, um
partielle Integration anwenden zu kénnen (z.B.

im Fall von [ log(z) dx)

e Muss eventuell mehrmals angewendet werden

Substitution

Um fb g(z)) dz zu berechnen Ersetze g(z)
durch u und integriere f (o) ) f(u)-2 T

e g'(z) muss sich irgendwie herauskiirzen, sonst

nutzlos.

e Grenzen substituieren nicht vergessen.

e Alternativ kann auch das unbestimmte Inte-
gral berechnet werden und dann v wieder durch

z substituiert werden.

[ Partialbruchzerlegung

Seien p(z), q(x) zwei Polynome. [ Zgii

wie folgend berechnet:

wird

1. Falls deg(p) > deg(q), fithre eine Poly-
nomdivision durch. Dies fiihrt zum In-

r(z)
tegral [ a(z) + TR

2. Berechne die Nullstellen von g(z).

3. Pro Nullstelle: Einen Partialbruch er-
stellen.

; . A

e Einfach, reell: z; — =
Ag
T—w

e n-fach, reell: ;1 — + ...+

Ar
="

e Einfach, komplex: z? + pz + q —
Azxz+B

22 fpatq
e n-fach, komplex: z2 + pr + q —
Ajetbdy
22 fpatq
4. Parameter A, ..., Ay (bzw.
By,...,B,) bestimmen. (z jeweils
gleich Nullstelle setzen, umformen und
16sen).

6.6 Integration konvergenter Reihen
rFunktionsfolge integrieren

Sei fn, : [a,b] — R eine Folge von be-
schriankten, integrierbaren Funktionen, die
gleichmissig gegen f : [a, b] — R konvergiert.
Dann ist f beschrankt und integrierbar:

nlem ab frn(z)dz = /ab (nll\moo fn(z)> dz

(ohne gleichméssige Konvergenz diirfte man
den lim und das Integral nicht tauschen!) Sei
>0 o fn auf [a,b] gleichméssig konvergent.
Dann gilt:

s b b oo
;)/a fn(w)dw:/a (;fn(m)> s

[ Integration von Potenzreihen

Sei f(z) := 322, cka® eine Potenareihe mit
positivem Konvergenzradius p > 0. Dann ist
f auf [—r,r] integrierbar Vr € [0, p[ und es

R o k1
| gilt: 2 F()dt = 7 on St Y €] = pol
Bmk: Im Allg. kann man Potenzreihen in ihrem

Konvergenzbereich termweise differenzieren und in-
tegrieren.

6.7 Euler-McLaurin-Formel

Die Formel hilft Summen wie 1! + 2! + 3l + ...+
n! abzuschitzen. Fiir die Formel brauchen wir die
Bernoulli-Polynome B, (z), sowie die Bernoulli-Zahlen
B, (0). Wir brauchen dafiir Polynome, welche durch
die folgenden Eigenschaften bestimmt sind:

1. P): =Pr_1,k>1
2. [} Pu(x) dz =0,Vk > 1

Fiir das k-te Bernoulli-Polynom gilt: By (z) = k! Py (z).
Wir definieren weiter Bg = 1 und alle anderen Bernoulli-
Zahlen rekursiv: By_1 = Zf_ L )B =0.

Somit erhalten wir fiir das Bernoulh Polynom fol-
gende Definition:

k
k _
-3 (et
i=0 ¢
Hier ein paar Bernoulli- Polynome Bo(z) =1, Bi(z) =

z— 3, Ba(z) = a? —x+ %. Nun definieren wir noch:

Br(a) = By (z) Ve:0<z<1
k Biy(zx—n) Ve:n<z<n+1

rEuler-M(:Laurin—Summationsformel

Sei f : [0,n] — R k-mal stetig differenzierbar.
Dann gilt:
Fir k= 1:

> = [ 5@ do+ S5 - )
i=1 ©
+/0 Bi(z)f (z) dz
Fir & > 1:

" )
1= [ 1@ a5 - SO+

Z - CVBs (61 ) 4 0D (0)) + F

wobei

ka( l)k 1/ By, z)f<)(a:)dw

.

Beispiel fiir Euler-McLaurin
P42t 438+ . +nl wobeil>1,1€N

Angewandt auf f(z) = ! und k = + 1 folgt
fiir alle I > 1:
l

-1 (Dt

l l 1 1 1
42l 43lg 4nf = —
I+142

6.8 Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion wird gebraucht, um die Funk-
tion n +— (n — 1)! zu interpolieren. Fiir s > 0 defi-
nieren wir:

T'(s) := / e P2 da = (s — 1)!
0
Die Gamma-Funktion konvergiert fiir alle s > 0 und
hat folgende weiter Eingeschaften:
1. T'(1) =1
2. I'(s+1) = sI'(s)
3. T ist logarithmisch konvex, d.h.:
T(Az + (2 = N)y) < T(@) T(y)'~
fiir alle z,y >0und 0 < A <1

Die Gamma-Funktion ist die einzige Funktion ]0, co[—
10, ocof, die (1), (2) und (3) erfiillt. Zudem gilt:

I(z) = i nin” Vo >0
z)= lim —— Vg
n—oo z(z + 1)...(x + n)

6.9 Stirling’sche Formel

Die Stirling’sche Formel ist eine Abschitzung der
Fakultdt. Mit der Euler-McLaurin-Formel kombiniert
folgt

27n - n" 1
n! = ————— - exp(—— + Ra(n))
12n

wobei |Rg(n)| < 355 - & vn > 1

6.10 Uneigentliche Integrale
Definition: Uneigentliches Integral

Sei f(x) [a, 00[— R beschréankt und in-
tegrierbar auf [a,b] mit Vb > a . Falls
limp o0 [, f(z) do existiert, ist [>° f(z) dz
der Grenzwert und f ist auf [a, co[ integrier-
bar.

Diese Definition gilt auch fiir f(z) : | — o0, b] — R,
wobei ffoc f(z) dz dann limg—s — oo fab f(z) dz ist.

(Falls f :]a,b] = R auf ]a, b] nicht beschréinkt
ist, aber auf jedem Intervall [a + €, b],e > 0,
beschrinkt und integrierbar ist, ist f auf ]a, b]
integrierbar falls lim__, o+ faJrE f(z)dz exis-
tiert; in diesem Fall wird dieser Grenzwert
mit f: f(z)dz bezeichnet.

w

rMajoranten—/ Minorantenkriterium

Sei f : [a, co[— R beschrinkt, integrierbar auf
[a, b], Vb > a.

1. |f(z)|] < g(z),Vz > a und g auf [a, oo
integrierbar
—> f auf [a, oo[ integrierbar

2. 0 < g(z) < f(z) und [2° g(z)dz diver-
giert
= [>° f(z)dz divergiert

.
McLaurin-Satz (Integraltest fiir Reihen)

Sei f : [1,00[ — [0, 00[ monoton fallend.
Dann konvergiert ».>° | f(n) genau, wenn
J° f(x) dz konvergiert. In diesem Fall gilt:
0< 30, f(n) = 7 f(=) de < f(1)

6.11 Unbestimmte Integrale

Sei f : I — R auf dem Intervall I C R definiert.
Wenn f stetig ist, gibt es eine Stammfunktion F.
Wir schreiben dann

/f(a:) dz = F(z) + C

Das unbestimmte Integral ist die Umkehroperation
der Ableitung.



7 Trigonometrie

Die Kreiszahl 7 := Inf{t > 0| sint = 0}. Beweisidee:
sinz > 0,Vz €]0,2] und sin4 < 0. Da sinz stetig
ist, gibt es per Zwischenwertsatz mindestens ein x €
12,4 so dass sinz = 0.

7.1 Hyperbelfunktionen

e coshz := % iR — [1,00]

. ef—e™®
e sinhz = “—F— :R—=R

ef—e”®

e tanhzx := pron—

7.2 Regeln
7.2.1 Periodizitit

cos(a + 27m) = cos(a)

cot(a + ) = cot(a)

e sin(a + 27) = sin(a)

o tan(a + 7) = tan(a)

7.2.2 Paritat
e sin(—a) = —sin(a) cos(—a) = cos(a)
e tan(—a) = —tan(a) cot(—a) = — cot(a)
7.2.3 Ergdnzung
e sin(m — a) = sin(a) cos(m — a) = — cos(a)
o tan(m—a) = —tan(a) cot(r—a) = — cot(a)

7.2.4 Komplemente
cos(m/2—a) = sin(«)

cot(m/2 — @) =

e sin(m/2—«a) = cos(a)
e tan(n/2 — a) = — tan(w)
— cot(a)
7.2.5 Doppelwinkel
e sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
e cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 1 — 2sin?(a)

2 tan(a
o tan(2a) = ﬁng(l)

7.2.6 Addition
e sin(a + B) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B)
e cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)
o tan(a+ B) = %

7.2.7 Subtraktion
e sin(a — ) = sin(«a) cos(B) — cos(a) sin(B3)
e cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3)

tan(a)—tan(8)

e tan(a — f) = T+tan(x) tan(B)

7.2.8 Multiplikation
o sin(a)sin(8) = 7cos(a+/‘.\');cos(a—ﬁ)
. COS(O() COS(ﬂ) _ cos(a-%—[ﬁ)-gcos(a—ﬁ)

o sin(a) cos(8) = sin(a+ﬁ)-;sin(a—ﬁ)

7.2.9 Potenzen
e sin’(a) = 1(1 — cos(2a))
o cos?(a) = 2 (1 + cos(2a))

2 _ 1—cos(2a)
e tan”(a) = T¥cos(2a)

7.2.10 Diverse
o sin?(a) + cos?(a) =1
e cosh?(a) — sinh?(a) =1

iz —iz elZ iz

e sin(z) = “—=7— und cos(z) = 5

In der Serie 8 wurde gezeigt, dass:

e sinz — siny = 2sin (I;y) cos (#)

—¥ ) g z+y
2 ) sin (252)

® cosx — cosy = —2sin (T

rWichtige ‘Werte

8 Tabellen

8.2 Ableitungen

deg ‘ 0° 30° 45° 60° 90° 180°
rad 0 % % = 5 g
cos 1 g @ 3 0 =il
sin 0 % % g 1 0
tan 0 % 1 \/§ “+oco 0

o

(—1,0)

360° — 2w

(0,-1)

8.1 Grenzwerte F(x) £(x) £ (x)
limg o0 £ =0 limg oo 14+ L =1 z:aa: = o
limg 00 €7 = 00 limg 0o e” =0 T’:rll z° (a # a -zt
limg 500 * =0 limy s _soe ¥ = o0 1

1 ka ke ka
limg 00 S = 00 limg oo xze® =0 ETn(a) ¢ a ka®* In(a)
. . In |z| 1 -4
limg o0 In(z) = 00 limg_,oln(z) = —c0 z z2
1 1 2,.3/2 1
limpsoo(14+ )7 =1 limpoo(l + )% = e 3% va e
limg, oo(1+ 1)0 =1 limg_, o e —1 — cos(x) sin(z) cos(z)
lim, ioo(141)" =€ limy ,oo(1— 1)7 =1 sin(z) cos(x) — sin(z)
limg oo (14 £)m = lim oo (25 _ 1(z — $sin(22)) sin? (z) 2 sin(x) cos(z)
ekm e~k 1(z + 3 sin(22)) cos?(x) —25sin(x) cos(x)
. @ _ . . 1
limg 0 = = L = limg 00 waql =0 cos2(z)
) —1 - - cos®(x)
In(a),Va > 0 V0<g<1 n|cos(z)| tan() 1 +tan2(z)
limg o S8 =1 limg o S0k = & cosh(z) sinh(z) cosh(x)
. 1 : cosz—1 _
limz 0 flcm =1 limz 0 =0 log(cosh(z)) tanh(z) e
. ogl—z __ _ . _
limg 0 =55— = -1 lim, 0 xiogz =0 In|sin(x)] cot(x) _ 21( )
H 1— z _ 1 : e®—1 _ sin? (z
limg o ——3%% = 3 limg 0 “5— =1 1een e . ec®
limg 0 grotans = 1 limg o0 arctanz = 3 o(in |z — 1) In |z| 1
: et —1 __ . In(z+1) _ I
lim, 0 = =a limg 0 —F— =1 1 2 In(z) 1—In(z)
1 n(z) | log(2) z(In(=) g z
im, In(z) _ 4 — log(x) _
et S emree —ad my(nlz| —1)  log, |z| on
limg o0 &7 = 1 limg oo 22 =0
8.3 Weitere Ableitungen
F(x) f£(x)
arcsin(x) 11712
arccos(x) —L_
V1-a?2
1
arctan(z) a2
z® (z > 0) - (1+1Inz)




8.4 Integrale

£(x) F(x)
[ f(@)f(x) da 3(f(=)?
S f(‘L)) dz In|f(z)|
I e ? dz v
J[(az +b)™ dz a(nJrl) (az +b)" !
n (aztt)nt2
f z(ax + b)" dx nr3)az
b(az+b)nt1
(7;)-%—1){:12_'_1
J(az? +b)"2P™ ! da %
J(az? +b)"1zP~! da aipln|amp+b\
SZIS dzx ax — 7‘1‘17“ In |cz + d|
J m dz L arctan £
J zziaz dx ﬁ In 512
[Va? + 22 dz %f(m)+§ln(m+
f(@))
rIntegralformel
f@ L b-a
fla+b—2z)+ f(z) 2
e f(=z) _
Beweis: fa mdz =1
Substitution: u = a+ b — z,du = —dzx

B fla+b—u) .,
/ T+ iato—u W
B fla+b—wu) i
o f(u)+ fla+b—u)

f(z)+ f(a+b—x)
2 I‘/ fatb-a i@
b—a

2]:/ lde=b—a —= I =
a

L

9 Aufgaben

9.1 Tipps Fiir Multiple-Choice
e Richtig lesen!!!
e (Gegen-)Beispiele suchen.

e Monotonieverhalten bei verketteten/miteinan-
der verechneten Funktionen bleibt nicht um-
bedingt erhalten.

— Sei g: X — Y streng monoton wachsend

* f:Y — Z (streng) monoton wach-
send => f(g(x)) (streng) monoton
wachsend.

* f:Y — Z (streng) monoton fallend
= f(g(z)) (streng) monoton fal-
lend.

— Sei g : X — Y monoton wachsend

* f:Y — Z (streng) monoton wach-
send = f(g(x)) monoton wach-
send.

* f:Y — Z (streng) monoton fallend
= f(g(x)) monoton fallend.

— Die Inverse einer monoton wachsenden
Funktion ist monoton wachsend.(Beweis
mit Umkehrregel)

— Die Multiplikation oder Division zweier
monotonen Funktionen kénnen monoton
wachsend/fallend bleiben oder ihre Mo-
notonie verlieren.

— Monoton wachsende Funktion konvex(konkav)

— Inverse konkav(konvex).

— Monoton fallende Funktion konvex(konkav)
= Inverse konvex(konkav).

Verkettete Funktionen:
— Falls dussere beschrankt =—- Verket-

tung beschrankt.
— Verkettung stetiger Funktionen ist stetig.
— Verkettung (streng) konvexer Funktionen,

muss nicht konvex sein.

e Schauen ob Funktionsfolge f,, gleichméssig und
nicht nur punktweise gegen f konvergiert. —
Gewisse Eigenschaften (Stetigkeit) nur dann
giiltig.

o f(x9) = 0 =~ =z ist ein Sattelpunkt von

f stetig =& f’ stetig.

e Sei f : R — R eine ungerade Funktion. =
£ (0) = 0 fiir i gerade.

e X YZ CR,f: X -Yudg:Y — Z,

sodass go f : X — Z bijektiv. = f injektiv,

g surjektiv

e Sei a,b € R mit a < b mit f :]a,b[— R. Falls
f2 und f2 in ]a, b[ differenzierbar und f(z) #
0 Vz €la,b] = f in ]a, b[ differenzierbar.
(Da wir f2 durch f? teilen).

e Im Allg. muss eine Grenzfunktion f nicht dif-
ferenzierbar sein, und wenn sie es ist muss f’
nicht gleich limy, — o f,,'L sein.

e f:(0,1] - R monoton =% f beschrinkt.
Der Logarithmus In : (0,1] — R ist monoton,
aber nicht beschrankt.

e f:[a,b] — R fiir beliebige a,b € R,a < b ist
beschréinkt.

o f(x) = |z|-sign(z) ist stetig, da |z|-sign(z) =
z und g(z) = x stetig.

9.2 Multiple Choice

Sei a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R eine
Funktion. Sei f,, : [a,b] = R,n > 1 so dass die
Funktionenfolge (fn)n > 1 auf [a,b] gleichmissig
gegen f konvergiert. Geben Sie fiir jede folgender
Aussagen an ob sie wahr oder falsch ist.

1. Sei zp €]a,b[ . Falls f, fiir alle n > 1 in zg
differenzierbar ist, so ist f in zo differenzier-
bar.

(A) wahr.
(B) falsch.
Stetigkeit =~ Differenzierbarkeit

2. Falls f, fiir alle n > 1 auf [a, b] beschrénkt ist
dann folgt, dass fiir jede Partition P von [a, b]
der Grenzwert der Untersumme limy, o0 S(fn,
existiert und lim, o s(fn, P) = s(f, P).
(A) wahr.

(B) falsch. Sei P = {zq, ..., m } eine Partition
von [a, b] mit zg < ... < T,

lim s(fn,P)= lim > inf
n-— oo

n—oo ;=) x; <xz<x

inf < nh_)rnoo (fn(x))d

i=1@j—1<*<

= in: inf

C Sieioi<e<e

f’n(w) =

m

f(@)s= 3 fibi = (£, P)

3. Falls fn fiir alle n > 1 stetig ist, so ist f
gleichmaéssig stetig.
(A) wahr.
(B) falsch.
gleichmiéssige Konvergenz —> Stetigkeit von
f == gleichmissige Stetigkeit da kompaktes
Intervall

4. Falls f,, fiir alle n > 1 konvex ist, so ist f
konvex.
(A) wahr.
(B) falsch.

Sei (gn)n>1 eine Folge rationaler Zahlen, sodass
|gn — gn + 1| = 0 fiir n — oo.
Dann ist (gn)nen eine Cauchy-Folge.

Falsch: Sei ¢, = > ;_; ’f Dann ist ¢, € Q und
es gilt |gn — gn+1| = | — ;37| — 0 fiir n — oo, aber
(gn)nen ist keine Cauchy-Folge, denn

! + +1>
n+1 2n

1
2

g|=

92n — 4n =

Sei (an)n>1 eine konvergente Folge, und o eine Per-
mutation von {1,2,3,...} (d.h. eine Bijektion der
Menge {1,2,3,...} auf sich selbst). Dann konver-
giert auch die Folge b, = ag(n),Vn > 1.

Richtig. Sei o € R der Grenzwert der Folge(an)n>1-
Es gilt Ve < 0,3N. : |a — a,| < &,Yn > N..

Wir definieren m. = max(k: o(k) < n.). Es gilt
me < 00, da n. < co und o eine Bijektion. Dann
gilt:

o = bp| = |a = asm)| <e&,Vn > me

Somit folgt lim,, 00 by, = .

Sei ¢ : N* — N* eine Abbildung, >°° ja, eine
Reihe und b, = ag(n)-

1. 3°>° ,an ist konvergent und ¢ surjektiv =—

;":0 b, ist konvergent.

P)

Falsch. Gegenbeispiel:

ia SIS PP ()
"= 5 )t

n=0

konvergiert, aber

- 11 1
an:1+1+(—1)+7+7+(—7>+...
= 2 2

konvergiert nicht.

2. 327 , an ist konvergent und ¢ injektiv =—
>oo0 o b ist konvergent.
Falsch. Gegenbeispiel:

Satrcnebe () ety
=" 2 2 3

konvergiert, aber

an—1+ +3 L

n=0
konvergiert nicht.

3. Yo7 an ist absolut konvergent und ¢ surjek-
tiv. = 377 by ist konvergent.
Falsch. Gegenbeispiel:

Zan71+7)+ +a St

n=0

konvergiert, aber

an71+1+ + + L

n=0
konvergiert nicht.

4. Y00 an ist absolut konvergent und ¢ injek-
tiv. = 307 bn ist konvergent.
Richtig. Eine Teilfolge oder eine Umordnung
der absolut konvergenten Reihe ist auch abso-
lut konvergent.

Sei Y12, ap absolut konvergent und > 72, by kon-
vergent.
e Die Reihe 322 | |ax|? konvergiert immer ab-
solut.
e Die Reihe > 77 | arby konvergiert immer ab-
solut.
e Beweis: (ay) und (bg) sind beschrinkt. Dann
3C > 0, lak| + |bx| < C und
|ak|2 < C\ak\, |akbk| < C\ak\

Sei I ein Intervall und f : I — R eine stetige Funk-
tion:

e [ kompakt = f(I) kompakt.

e f(I) kompakt =% I kompakt.
Gegenbeispiel: Sei I = (—m,7) und f(z) =
sinz. Dann ist f(I) = [—1, 1] kompakt, aber
(—m, m) ist nicht kompakt.



Wir betrachten die Funktionenfolge (f,) mit
1 —1\2

fn i Rso =Rz —= (2 +n )

o lim, ;o0 fn(xz) =z fiir alle z € R>g
e Die Funktionenfolge konvergiert gleichmissig.

1
Falsch: Aus |f,(z) — z| = 2% + le> folgt,
dass fiir « > n?, | f, (x) — x| > 2. Folglich kann
(fn) nicht gleichmissig konvergieren.

e Fiir alle M > 0 gilt, dass fn|{0,nr) : [0, M] = R
gleichméssig konvergiert.

Rlchtlg Es gilt |fn(z) — z| = 2= + 7%2 <
M3 + L, vz € [0, M].

" 1
Da lim,_ o ( 2M2 4 n%) = 0, konvergiert

(fnl [0.M] ) gleichmaéssig.

Falls f,, eine Funktionenfolge ist, wobei f,, fiir jedes
n € N einmal stetig differenzierbar ist und falls so-
wohl (f,) als auch (f},) gleichméssig konvergieren,
mit f, — f und f] — g, dann ist f stetig differen-
zierbar mit ' = g.

Sei f : R — R eine beliebig oft stetig differenzierba-
re Funktion. Welche der folgenden Aussagen ist im
Allgemeinen nicht richtig?

1. f hat eine Taylorreihe bei z, = 0

2. Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist > 0,
aber nicht notwendig > 0

3. Dort, wo die Taylorreihe konvergiert, stellt sie
die Funktion f dar.

4. Wenn f durch eine Potenzreihe gegeben ist, so
ist diese gleich der Taylorreihe.

Losung: (3) ist falsch. Gegenbeispiel:
Sei f eine Funktion mit f(0) = 0 und f(z) = e~ 1/e?

fir  # 0.
Diese ist beliebig oft stetig differenzierbar, aber ihre
Taylorreihe mit Entwicklungspunkt xzg = 0 ist im-

mer gleich 0 und weicht daher von der Funktion f
fiir z # 0 ab.

Seien f, g : [0, co[— R nicht negative, zweimal diffe-
renzierbare Funktionen. Die Funktion A sei definiert
durch h(z) := g(f(x)) fiir alle z > 0.

1. h ist zweimal differenzierbar.

Wahr: 1"/ (z) = g" (f(2)) - f'(2)? +g' (fz(2)) -

£ ()

2. Wenn f und g streng konvex sind, ist h kon-
vex.
Falsch: Gegenbeispiel mit f(z) = g(z) = (x —
1)?

3. Wenn [° f(z) dz und J&° g(z) dz konvergie-
ren, konvergiert [° h(z) d:c

Falsch: Gegenbeispiel f(x) =

Dann gilt [ f(z) dz = [ g(z) dz = 1.
Da aber
. 1
llm h(z) = hm e = lim — =1

divergiert [5° h(z) dz.

9.3 Versch. Aufgaben
Zeigen sie, dass fiir alle ¢t € R gilt:

t n +2
1i —_— =e 2
o (o ()

Reihenentwicklung: cos(z) = 1 — é + O (z*) und
In(l+z)=xz+ 0O (:v2)

cos ()" = exp (1o (o (gﬁ)))
— exp <nlog (: - ;7 +0 (%)))
S AEEN)

Il
@
]
kel
|
NI
+
Q
—
3=
~
N————

Berechne f:r;f’ sin(z) exp (7:132) dx

Wir wissen sin(z) ungerade und exp (—332) gerade.
Das Produkt einer ungeraden und geraden Funktion
ist eine ungerade Funktion.

Fiir ungerade Funktionen gilt

+a
f(z)dz =0

—a

Daraus folgt: fj;o sin(z) exp (7:v2) dz =0

Sei = und 6 reelle Zahlen mit © + 1 = 2cos(0). Zu
zeigen: Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt

1
z" + — = 2cos(nh)
I’n

1A
n=2: x2+xi2= <x+l>2—2
= 4cos®(0) —2 =2 (2c0s°(0) - 1)
=2 (cos2(0) (1 — cos(6) ))
=2 (cos(6) — sin*(9) ) = 2cos(20)
H

gilt firn=kundn=%k+1

IS

1
k42 _ k41
T i (a:

t o) (=4 7)
- (ﬁ + x%) = dcos ((n + 1)8) cos(6)
—2cos(nb) 2 4cos ((n + 1)0) cos(6)
—2(cos ((n + 1)8) cos(—0) — sin ((n + 1)6) sin(—0))

= 2cos ((n+ 1)0) cos(0) — 2sin ((n + 1)0) sin(0)

AddT- 5 cos ((n+2)0)

Der Schritt (x) ldsst sich folgendermassen berech-
nen:

cos(nf) = cos(nb + 6 — 0)
= cos(nf + 0) cos(—0) — sin(nb + 6) sin(—0)

Manipulation fiir f(z) = sin(arctan(z)) (funktio-
niert dhnlich fiir cos(arctan(z))):

sin(arctan(x))
V/sin?(arctan(z)) + cos? (arctan(z))

sin(arctan(z))
cos(arctan(x))

/ sin2 (arctan(z))
cos2 (arctan(z)) +1

tan(arctan(z))

- y/tan?(arctan(z)) + 1

x
z2 4+ 1

fl@) =

Manipulation fiir f(x) = tan(arcsin(z)):

f(z) = tan(arcsin(z))
_ sin(arcsin(x))

cos(arcsin(z))

sin(arcsin(z))

1 — sin?(arcsin(z))
x

VI—a2

/ z arcsin(z) dz

Substitution mit = = sin(u):
= /sin(u) cos(u)u du
1.
:/Eszn(Qu)udu
1 .
= 7/sm(2u)udu
2
Partielle Integration ( u ableiten, sin(2u) integrie-
ren):

1
5 /usin(2u) du

1 1 1
=3 [ucos(2u) <—5> - / <—§> cos(2u) du}
! 2 L 2u) d
= —Zucos( w) + Z./COS( w) du
1 1
= ——wucos(2u) + - sin(2u) + C
4 8
u = arcsin(z) einsetzen liefert:

1 1
=-7 arcsin(z) cos(2 arcsin(ﬁ))+§ sin(2 arcsin(z))+C

Let us take kg € N large enough so that /[t| < ko.
Then there is 1 + t/k2 > 0 for all k > ko. It is now
sufficient to show that

n t
Jim TT (14 35)
k=ko

exists because if it does, the original limit is this
limit times
kg—1

k]:[1 (1+%>,

which is a finite product (and thus a finite constant).
Since e” and In(x) are continuous, showing that

nhﬂmo<J H (1 —+ —)
k=
exists is equivalent to showing that
n t
’!LleOC In H (1 —+ ﬁ)
k=kq

exists. Note that the In here is well defined because
the product is a product of positive numbers and
thus positive itself. We have

n t n t
m( ] (”;72) -3 1n(1+k7),

k=kq k=kq
so we just need to show that

TLlem i In (1 + —)

k=kq



exists — in other words, that

i In (1 + i)
k=kq k2

converges.
t

ol More pre-

‘We can approximate In (1 + }%2) ~
cisely,

t

K2 174
lim k2 = lim = lim —
koo I (1 + ﬁz) ot (L +60) ot g

t
=-=1
t

Therefore, Z;’iko In (1 + k%) converges if and only
if Z:c:kg kiz converges. However, we actually know
that

oo ko—1 2 kg—1

t 1 ™ 1
S S=tlc@-3 5] =tZ-2 5
k=kq k2 o k2 6 Pl

does converge.

Berechnen Sie die Integral f12 I% dz per Definition.
Losung: Sei f(z) = J5,

Pp = {zp ::1+% | ke {0,1,...,n—1}},
E={& = Trx Toy1 1 k€ {0,1,...,n —1}}

Dann gilt
n—1
S(f, Py &) = > f(&k) - (Tha1 — zk)
k=0

n—1 1 1

=0 TH Tkl M

L
= (k+n)(k+n+1) n
n—1

I
3

1
';(k+n)(k+n+1)

n—1 1 1
=3 (- m)

k=0
1 1 1
=n.- (- —) ==
n 2n 2
21 dz = lim S(f, P, =l L
/1 2z do= lim S(f, Pa, ) = lim 5 =7
. 1 sin(ra n —1k-1
Zeige HHr L;J L da = -3 ¢ L
Sei
/n+1 sin(mz) de — 2": I
1 [=] k=1
mit

_ [FH1sin(mx) .
A

k1 g 11
Iy :/k w dz = PR (— cos(mz)) ‘Z_H

cos(km) — cos((k + 1)m) _ 2(—1)F
km - km

Daraus folgt

n+1 sin(rx) m2(—1)k 2 & (—1)kt
2 dr = =) 7 - Z ~ 7
/1 lz] kX::l km T ,; k

sin L

. . 1
Beweise die Konvergenz von [; —& dw
x

Mit partieller Integration:

/u1 S;Sl/é davf/a1 Si;;% -z dz
cos(%) -\/Elf/alcos(i)-ﬁda:
cos(1) — Vacos (2) — % al L)i/(;)

Es gilt lim,_, ¢ cos 1 —+/a cos % = cos 1. Also miissen

dx

1
. . cos — .
wir nur noch die Konvergenz von fal ﬁx dx zei-

1
-1 cos o 1 11
NG < 7 < 7= und f; 7= dz konver-
giert, konvergiert dieses Integral.

gen. Da

Untersuche die Konvergenz von f1+°° sin (1) da.
Substitution: ¢t = %, dz = “%du

3
Mittels Taylorentwicklung gilt: sinu = u — % cos T
fiir ein 7 € [0, u]

1 sinu 11  cost cos(T)u?
du = — — —udu=lny — ————
0o u? 0o u 6 12

1

0

_ cos(7)1? i (na— cos(7)a?
12 a—0 12

cos(T)

=Inl

— lim (Ina) +0
a—0
= —o0

Demzufolge ist f1+°° sin (%) da divergent.

Bestimmen Sie mit Hilfe des linearen Taylorpoly-
noms um to = 8 eine Ndherung an \3/7

Geben Sie eine Abschédtzung fiir den Fehler dieser
Néaherung an.

Fiir f(t) = ¥Vt ist f/(t) = 2t~
—

Wi

’ 1 /1\2
Ti(f,0.8) = SO+ ©0-8) =243 (3 ) (-9)
Néherung fiir &7 = T1(f,7,8) =2 — 5=2
Fehlerabschéitzung:
f//(f)

2!

_1©

_ )
2!

2 _
(-8 = 1

Ri(f,t,to) = (t—to)?

10

5
fiir ein £ € [7,8]. Da f"(t) = — 2t~ 3 gilt:
1 . 12 1 1
Fehler| < = 1z - )
|Fehler| < 25:1[47?8]\f Ol=595 %35 = g 75

10 Quellen

Diese Cheatsheet wurde von verschiedenen schon
vorhandenen Zusammenfassungen inspiriert (Julian
Steinmann, Danny Camenisch, Andrej Scheuer etc.).

Losungen sind entweder meine eigenen, offizielle Lésungen
(Assignments und Priifungen) oder veréffentlichte
Losungen auf der VIS Comsol. Vielen Dank an alle
Beteiligten!

Die Definitionen sind meistens dem Skript “Analysis
1” von Marc Burger und den Vorlesungsnotizen von

Analyis 1 im Friihlingssemester 2022 entnommen.

Ich wiinsche allen viel Erfolg!
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